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 たとえば、11.80、12.00、12.20 という 3 つの測定値
があった場合は、標本平均は s = 12.00、標本標準偏
差 s = 0.20 であるので、推定値は 12.0、この推定値
の持つ標準誤差は（母集団のもつ標準偏差 0 の推定値








規分布に相当する 1.96 m で求めることができない。
つまり、p 値が 0.05 となるのは、t-分布表より、自由
度 2 の時の値を参照して 4.30 m = 0.497 である。す
なわち、この 3 つの測定値から求まる平均値の 95 % 信
頼区間は、およそ 11.5 から 12.5 の間である。つまり、
この 3 つの測定値から導いた 12.0(1) という数値は、













る）標本標準偏差 0.20 を √9 で割って、m = 0.067 で
ある。また、p 値が 0.05 となるのは、t-分布表より、
自由度 8 の時の値を参照して 2.31 m = 0.153 である。
つまり、測定値平均は 12.00(7) であり、3つの数値の
平均では差があるとみなせなかった 11.6、12.4 という







 たとえば、先の 9 つの測定値が、測定精度の関係で、
12、12、12、12、12、12、12、12、12 として得られて
いたとしよう。これを統計処理すると、標本標準偏差は 
s = 0 となり、従って、平均値 s = 12 のもつ標準誤




 また、当然のことであるが、9 つの測定値の和が 108
と 3桁の数値になり、平均をとる際の分母の標本の大き
さ 9が誤差を含まないからと言って、平均値が 3桁の精












































ただし、測定値 x, … , z の測定誤差が x, … , z で
あり、その測定値を用いた関数 q(x, … , z) の誤差を 
q とする。今回のケースでは、測定値を 12±0.5 とす
ると、x = 12、x = 0.5 などであり、また、q = (1/9)
×(12 + … + 12) より、q =√((1/9)2×0.52×9) = 0.17 
となり、推定値は 12.0±0.2 である。 











































を生成できる Mersenne Twister法 5) を用いるためには、
あらたにサードバーティー製のアドイン 6) を必要とす
る。一方、十進 BASICでは、RND 関数により、Mersenne 
Twister 法により、50ビットの精度を持ち、0 以上 1未
満の範囲で一様分布に従う擬似乱数が生成される。以下、
疑似乱数を単に乱数と表記することにする。
 なお、十進 BASIC では、一様分布に従う乱数以外に、
これを加工することにより、標準正規分布、二項分布、
ポアソン分布、超幾何分布、負の 2 項分布(パスカル分











 その一つは、十進 BASIC の RND 関数についてのヘルプ
表示からのリンク先 7) で紹介されている簡易法である。
ここでは、区間 [a, b] の一様分布について、平均が 
(b-a)/2 であり、分散が (b-a)2/12 であることを利用
する。すなわち RND 関数が [0, 1) の区間の一様分布
を与えるので、その平均は 1/2、分散は 1/12 となる。
つまり、独立に生じた 12個の [0, 1) の区間の一様分
布の和は、平均が 6、分散が 1であるため、近似的に標
準正規分布に従う乱数として使用することができる。こ
の方法では、−6 未満および +6 以上の数値（すなわち、






 もう一つは、Box-Muller 法である 9)。互いに独立でと
もに (0, 1] の区間に一様に分布している 2つの確率変
数を u, v としたとき、次の変換で生じる 2つの確率変
数 x, y は、互いに独立でそれぞれ標準正規分布に従う
というものである。 
x = (−2 log(u))0.5×cos(2v) 
y = (−2 log(u))0.5×sin(2v) 
証明の詳細はここでは省略するが、これらの変換式が
R = −2 log(u) で決まる半径 √Rと、 = 2v で決ま
る回転角を用いた極座標上の点をデカルト座標 (x, y) 
で表すための変換に相当しており、更に R が平均 2の
指数分布に従うことを用いることができる 10)。 
 ここで、u は 0をとれない（log(u) の計算ができな
い）ため、 [0, 1) で一様分布する u' を用いる場合、 











つプログラムを用いた場合、u = 1/250、v が 1/4 の整
数倍のときに x または y のいずれかで絶対値が最大と
なり、8.3255… を与えることになる。  


















いて RANDOMIZE 文を実行する。また、Do ～ Loop 内の
※3において、 [−10, +10) の区間内に一様に分布
する乱数を発生させ、変数 k に代入する。この時点で
k の数値の精度は 15桁である。※4では、この kを正
規分布に従う乱数として採用するかどうかを判定する
ために必要な [0, 1) の区間で一様に分布する乱数を







数 k を棄却した場合には、Do ～ Loop に従って、再び
※3に戻り、新たに乱数 kを生じたのち、同様の判定を
行う。乱数 kを採用する場合には、※6でフラグを立て、













も小さいながら存在する。ただし、f(k)/Fmax = 1×10-15 
以下（※4の行を置かずに※5における判定条件を 
( f(k)/Fmax > m ) の代わりに ( f(k)/Fmax > RND ) とし
た場合には f(k)/Fmax = 1/250 以下）となるような k 、
すなわち kの絶対値がおよそ 8.32 以上の値が乱数生
成後に採用される確率は、標準正規分布の確率密度 
f(k) に比例するというよりは、m = 0 となる 1/250 ≑ 
1/1015 で一定でしかない。これは、離散値しか扱えない
計算機の限界である。とはいえ、いま、発生させる乱数
の全体数を nとする。k の区間の幅を dk = 0.1 として、
期待値としてその区間の乱数が一つは生じるような程
度の量を閾値として考えるとき、この k = 8.3 では、
f(k) ≑ 4.38 ×10-16 であるので、 n×dk×f(k) > 1 よ








おいては、7979340回であった）。これは、f(0) = 0.3989 、
(10-(-10)×f(0) = 7.979 であることと照らし合わせて、
期待値の通りである。 
比較する確率密度関数を正規分布としているソース























表１. 異なる 2 種類の方法で生成した正規分布に従う
乱数の標本の基本統計量 
標本 1 標本 2 
乱数発生法 ソース① ソース②
平均 -0.000435616 0.002003233 
標準誤差 0.000999495 0.001000366 
中央値 -0.001053396 0.000907668 
最頻値 #N/A #N/A 
標準偏差 0.999495037 1.000365777 
分散 0.998990329 1.000731688 
尖度 -0.008446365 -0.102014791
歪度 -0.001045221 0.000366559 
範囲 9.613111052 8.418577904 
最小 -4.804708282 -4.19274659
最大 4.808402771 4.225831314 
合計 -435.6159774 2003.23285 
データ個数 1000000 1000000 
信頼度(95.0%) 0.001958977 0.001960683 
差 0 = 1、平均 0 = 0 の標準正規分布であることを想
定できる。 




 標本平均のもつ標準誤差 m は母集団の標準偏差 1 
を用いて 0/√n = 1/√n で求められ、理論値は m = 1
×10-3 となる。母集団の標準偏差の推定値として標本標
準偏差 1 = 0.999495、2 = 1.000366 を用いて算出し
た標準誤差は、いずれの標本においてもこの理論値と良
い一致を示した。 
 標本平均 1 = -0.00044 は、この標準誤差の範囲内
で母平均 0 = 0 と一致している。一方で、標本平均 2 
= 0.002003 は母平均との差がおよそ 22 あり、およそ













本 2では、標本 1と比べて ±10 内の範囲における乱










図 1. 標本 1（n1 = 1×106）における乱数の分布図 
図 2. 階級ごとの標本 1、標本 2（n1 = n2 = 1×106）に








1 の出現頻度を基準として、中央値付近で 1～2 %程度、
また±1.50 では 4～5 %程度に相当する。±3.00 より
外側の減少は、割合として表現すると 10 % を超え、ま


















れる別の [Excel アドイン] ウィンドウより、[分析ツ










標本 3 における 500 個の乱数について、およその分布
を簡単にチェックするために、散布図を利用することが
できる。本来、散布図は独立変数 x、および従属変数 y 
のデータの組を用いて、二次元のデカルト座標上に点を
プロットする際に用いるものである。その一方で、例外 






























 図 3と同じ 500個の乱数（標本 3）について作成した
箱ひげ図を図 4 に示す。 
図 4 標本 3に対する「箱ひげ図」 





























ことができる。k = 1 + log2 n を参考にして、切りの
よい数値を選べばよい。この公式からは、nが 512 で k 















の戻値として返すためには、たとえば、D2 には = "(" &


































をもつものではない）ために AND や OR 関数でつなぐ
ことができないため、同時に 1つしか指定できない。そ
のため、COUNTIF 関数のみが使用できる場合（エクセル






ているものとしたとき、たとえば G2に = COUNTIFS（A:A, 













の場合、入力範囲を予め選択し、数式の入力後に Ctrl + 




よりひとつ広い範囲を選択してから = FREQUENCY(A:A, 
C2:C17) の入力を行い、Ctrl + Shift + Enter キーを
押下する。「配列数式」として指定されるので、H2:H18 の






場合、たとえば、I2 に = FREQUENCY(A:A, C2) と入力
し、下方向にオートフィルによるコピーを行うと、C列
の値を上限とする累積出現頻度の表を与える。また、区
































Data 0.0, 0.5, 93 
 Data 0.5, 1.0, 76 
のような Data 文を 






















図 6(a) （左）標本 3 に対するヒストグラムの確率表
示と正規分布、（右）いくつかの柱を合併した例 
図 6(b) 3 個のサイコロの和の分布、100 回試行結果 
（標本平均 3 = 10.40、標本標準偏差 3 = 2.6015） 
図 6(c) サイコロの特定の目の出現（事前に定めた目
が出た場合 1点、それ以外を 0点としたときの出現頻度）

























グラムにすることで、0 と ｍ の比較を行い、ｍ = 0/
√n の関係にあることを視覚的に確認する。ここでは、
n = 25 であるので、ｍ = 0.2 が期待値である。すなわ
ち、25 回の測定結果の平均値 s が多数あった場合、そ
のうちの約 68.3 % が ±0.2 の範囲に収まることが期
待される。
 正規分布表において p = 0.05 を与えるのは 1.960 
である。すなわち、正規分布をする母集団から抜き出し
た n = 25 の標本平均の 95 % 信頼区間は、s ± 1.960m 
= s ± 0.392 である。いわばこれは「真の値が算出し
た標本平均の値の ±0.392 にあった確率が 95 % 」と
いうことなので、逆に見ると、標本平均が多数あった場
合、既知の母平均 0 = 0 の周囲 ±0.392 の範囲内に








ならない。t-分布表において自由度 24 で確認すると、p 
= 0.05 を与えるのは 2.064 であった。すなわち、それ
ぞれの標本ごとに算出された標本標準偏差 s に基づ
いて、ｍ = s/√n として標準誤差が算出され、95 % 信
頼区間の幅が ±2.064ｍ となる。 
 ある試行においては、30個の標本に対して、標本標
準偏差 s の最大値と最小値は 1.291、0.782、平均 
0.997 であった。そのため ｍ も最大値、最小値が 
0.258、0.156 となる。そのため、95 % 信頼区間の幅も 














個の標本において、推定値の 95 % 信頼区間内に真の値
が存在しない。しかしながら、0.95^30 = 0.2146 なの
で、およそ 5人に 1人は、偶然の偏りにより、すべての
標本の推定値の 95 % 信頼区間内に真の値が含まれると
いう結論を得てしまうことになる。偶然によりそのよう
な結果を得た学生も、おそらく周囲には、1個以上の標
本において推定値の 95 % 信頼区間内に真の値が存在
しないという結論を得る学生がいるだろう（事前に指定
した 3人がともに 0.95^30 の確率に従う結果になる確
率は、約 1 % しかない）。一方で、一人当たりの扱う標
本の数を仮に 60個まで増やしたとしても、0.95^60 =
0.0461 なので、40 人クラスにおいて期待値として 1.8
人程度が例外的に、偶然の偏りについて、すべての標本





 なお、配布資料においては、ほぼ期待値である 2 個の
標本において 95 % 信頼区間内に真の値が含まれないよ
うな試行結果例を挙げ、30個の標本の基本統計量に基


















 また、演習課題を準備し、生成した 30 個の標本につ
いて、その基本統計量を解析標本平均の分布における標
準偏差 m が母標準偏差 0 や標本標準偏差 sとは異
なること、さらには、それぞれの標本のもつ標準偏差 m 
に基づいた推定値の 95 % 信頼区間が、期待値として 20
回に 1 回程度は真の値を含まない場合があることを確
認させた。 





! 正規分布に従う乱数を PRINT 文で出力する例
DEF f(x) =1/(SQR(2*PI)*sigma) * EXP(-(x-mu)^2/2/sigma^2)
LET sigma  = 1 ! 標準偏差
LET mu    = 0 ! 平均
LET SampleSize  = 25           ! 標本の大きさ、行数
LET GroupNumber = 30           ! 標本の数、列数
LET DataNumber  = GroupNumber * SampleSize 
LET Fmax = F(mu)               ! 関数の最大値
RANDOMIZE   ! ※2
FOR j = 1 TO DataNumber 
  LET flag = 0 
   DO  
 LET k = (RND-0.5)*2 *10 * sigma + mu  ! ※3 
 LET m = RND              ! ※4 
 IF f(k)/Fmax > m THEN    ! ※5 
 LET flag = 1          ! ※6 
 PRINT k; 
 IF INT(j/GroupNumber)=j/GroupNumber THEN 
 print 
 ELSE 
 PRINT ","; 
 END IF 
 END IF 
   LOOP UNTIL flag = 1         ! ※6 
NEXT j  
END 
ソース②
! 正規分布に従う乱数を PRINT 文で出力する例、その２
! 十進 BASIC ヘルプからのリンク先で紹介されている簡易法
RANDOMIZE
FOR k = 1 TO 1000000
   LET nrandom = RND+RND+RND+RND+RND+RND+RND+RND+RND+ && 
&  RND+RND+RND-6  ! ※1 





DEF f(x) =1/(SQR(2*PI)*sigma) * EXP(-(x-mu)^2/2/sigma^2)
! Data文として用意された区間の数（d）を数える
LET d = 0
DO
   READ if missing then exit do : dummy 
   LET d = d + 1 
LOOP 
LET d = INT((d-2)/3)  ! はじめの 2つは平均、標準偏差 
! 配列の宣言（区間下限、区間上限、頻度）
DIM Ll(d), Ul(d), Fr(d)
! 配列への代入と、頻度の和 FrSum の算出
RESTORE
READ  mu, sigma  ! 標本平均、標本標準偏差
LET FrSum = 0
FOR k = 1 TO d
   READ Ll(k), Ul(k), Fr(k) 
   LET FrSum =  FrSum + Fr(k) 
NEXT k 
! 頻度を規格化し、同時に最大値を探す
LET FrMax = 0
IF FrSum <> 0 THEN
   FOR k = 1 TO d 
 LET Width = Ul(k) - Ll(k) 
 LET Fr(k) = Fr(k)/FrSum/Width    ! ※7 
 IF FrMax < Fr(k) THEN LET FrMax = Fr(k) 
   NEXT k 
END IF 
! 描画の範囲の決定
LET Xmin =  Ll(1)   ! はじめの区間の下限
LET Xmax =  Ul(d)   ! さいごの区間の上限
LET Ymax = CEIL(MAX(f(mu), FrMax)*1.1/0.1)*0.1
LET Ymin = -Ymax/10
! 座標軸の描画
SET axis COLOR 1
SET WINDOW Xmin, Xmax, Ymin, Ymax
LET Yscale = CEIL(Ymax/(10^CEIL(LOG10(Ymax/24)))/6) * &&
&            10^CEIL(LOG10(Ymax/24))   ! ※1
DRAW axes (1, Yscale)
! ヒストグラムの描画
FOR k = 1 TO d
   PLOT LINES : Ll(k),0; Ll(k),Fr(k); Ul(k),Fr(k); Ul(k),0 
NEXT k 
! 正規分布曲線の描画
SET LINE STYLE 3
FOR x = Xmin TO Xmax STEP (Xmax-Xmin)/500
   PLOT LINES : x, f(x); 
NEXT x 

























できた。なお、Visual Basic の Rnd 関数は 24ビッ
ト線形合同法を用いているという記述があった。
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  I developed the teaching materials for the purpose of a student learning such as the meaning of confidence interval, and the 
difference between standard deviation of a sample and the standard error of the mean, and so on, by analyzing numerical data by 
his own hand. 
  By performing data analysis by the Excel, it is shown that a set of pseudo random numbers (the sample-1, n = 106) generated 
by the programming source code ①, which is written in "Decimal BASIC", could be regarded as equal to a sample which is 
sampling from the population with the standard normal distribution.  Therefore it turns out to be possible to treat the random 
numbers generated by the source code ① as hypothetical measurements including errors obeying the axioms of error.   
 At first, a set of random numbers (sample-3, n = 500) is generated by the source code ①, and then, copied onto the Excel 
sheet, in the teaching materials.  A learner makes scatter diagrams, box-and-whisker plots, and histograms based on these data, 
and visually recognizes the distribution of the random numbers.  Fitting Gaussian line to the histogram will aid in geometrical 
understanding of the meaning of the statistics such as mean and the standard deviation of the sample.  Finally, 30 samples of n 
= 25 are generated, and analyzed.  Comparing the basic statistic of each samples shows that there is possibility of the true value 
(the mean of the population) being not included in the range of 95 % confidence interval of the mean of the samples. 
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